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فهرست مطالب
تابع درست نمايي•
برآورد درست نمايي بيشينه•

مثال–
ارزيابي برآورد•
برآورد بيشينه گر احتمال پسين•
دسته بندي پارامتري•
رگرسيون•

شبکه عصبی
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برآورد پارامتري
.شد بحث كلاس وقوع احتمال و كلاس دانستن فرض با ورودي مشاهده ي احتمال گرفتن  نظر در با بهينه تصميم اتخاذ مورد در پيش فصل در•

.مي نامند  »پارامتري روش هاي« را روش ها اين مي كند، پيروي خاص توزيعي از داده ها، توزيع كه فرض اين به توجه با–
• X = { xt } t=1where xt ~ p (x)

 :پارامتر تخمين•
X آموزشي داده هاي روي از θ  پارامترهاي تخمين–
p صورت به مدل يك داده ها براي– (x |θ  را توزيع مورد در اطلاعات تمام است؛ »بسنده آماره ي« θ ( مي شود گرفته نظر در (

 )دارد بر در

يادگيری ماشين
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Parametric Estimation

N



تابع درست نمايي
  مدل پارامترهاي از تابعي ،»درست نمايي تابع«•

.است آماري
  براي ،θ پارامتر ها، از مجموعه يك درست نمايي–

  X رخداد احتمال با برابرست ؛)X( معين مقاديري
  آن θ درستي احتمال( پارامترها مجموعه  به مشروط

)X شرط به
– l (θ|X) ≡ p (X |θ)

•X و است ثابت θ مي شود داده تغيير را.
.دارد اساسي نقش »آماري استنباط« در تابع اين•

يادگيری ماشين
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Likelihood Function

Bishop



برآورد درست نمايي بيشينه
Xدر صورتي كه نمونه ها، • = { xt }، »  متغيرهاي مستقل

:باشد »).i.i.d(با توزيع يكسان

•   l (θ|X) = p (X |θ) = ∏t p (x
t|θ)

 به هستيم θ يافتن پي در بيشينه درست نمايي برآورد در•
  شود؛ حده اكثر p به X تعلق احتمال كه گونه اي

.شود بيشينه درست نمايي
 لگاريتم از درست نمايي، جاي به محاسبات، سادگي براي•

:مي شود استفاده آن
L(θ|X) = log l (θ|X) = ∑t log p (x

t|θ)

θ* = argmaxθ L(θ|X)
يادگيری ماشين
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Maximum Likelihood Estimation

independent and identically distributed

Log likelihood

Make  sampling xt from p (xt|θ) as likely as possible

MLE



مثال
xتوزيع برنولي• in {0,1}

P (x) = pox (1 – po ) (1 – x)

L (po|X) = log ∏t po
xt (1 – po ) (1 – x

t) 

MLE: p̂o = ∑t x
t / N

توزيع چندجمله اي•
• K>2 states, xi in {0,1}

P (x1,x2,...,xK) = ∏i pi
xi

L(p1,p2,...,pK|X) = log ∏t ∏i pi
xit = log∏i pi

Σt(xit)

MLE: pi = ∑t xi
t / N

يادگيری ماشين
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Bernoulli/Multinomial
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ارزيابي  برآورد
X :نمونه ها•
θ :مجهول پارامتر•
d داده ها روي از پارامتر برآورد• = d (X)
d)  :تخمين كيفيت معيار• (X)‐θ)2

:مي كنيم استفاده ميانگين از است، وابسته نمونه ها به معيار اين كه اين به توجه با–
r(d,θ)=E[(d (X)‐θ)2]

:مي شود تعريف زير صورت به »تخمين باياس« همچنين–
b θ(d)=E[d (X)] –θ

      را d باشد، صفر برابر مقدار اين چنان چه•
unbiased estimator مي گويند.

يادگيری ماشين
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Evaluating an Estimator



تخمين ميانگين-مثال
   ميانگين با توزيع يك از نمونه هاي xt كه صورتي در•

μ ،باشد  

.است unbiased نمونه ها ميانگين•
 تعداد افزايش با تخمين، واريانس كه صورتي در•

  شده انجام برآورد به كند، ميل صفر به نمونه ها
.مي شود گفته »سازگار«

يادگيری ماشين
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تخمين واريانس-مثال

يادگيری ماشين
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ارزيابي  برآورد

يادگيری ماشين
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Mean square error: 
r (d,θ) = E [(d–θ)2]

= (E [d] – θ)2 + E [(d–E [d])2]
= Bias2 + Variance



برآورد بيشينه گر احتمال پسين
 گرفته نظر در مجهول عنوان به نظر مورد پارامتر ،MLE در•

  پيش از نظر مورد پارامتر مورد در است ممكن مي شود،
prior( اطلاعاتي information( اين .باشيم داشته  
  .كنند كمك دقيق تر تخمين به مي توانند اطلاعات

.مي كنيم نگاه تصادفي متغير يك صورت به θ به حالت اين در–
 توزيع با نود درصد،  احتمال با θ مي دانيم، مثال عنوان به–

.دارد قرار )متقارن صورت( به 9 و 5 بين گاوسي

يادگيری ماشين
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Maximum a Posteriori (MAP)
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برآورد بيشينه گر احتمال پسين
  با .دارد وجود p(θ) مورد در اطلاعاتي حالتي چنين در•

  ما به داده ها آنچه با اطلاعات اين تركيب
likelihood(مي گويند density(، داشت خواهيم:

p(θ|X)= p(X|θ) p(θ)/ p(X)
و•

θMAP = argmaxθ p(θ|X) = argmaxθ p(θ) p(X|θ)
.است p(θ)در نظر گرفتن  MLتفاوت با 

θML = argmaxθ p(X|θ)

يادگيری ماشين
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Maximum a Posteriori (MAP)

Maximum Likelihood (ML)



...)ادامه(برآورد بيشينه گر احتمال پسين

يادگيری ماشين
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داراي توزيع يكنواخت باشد، دو  p(θ)در صورتي كه 
.روش پاسخ يكساني به دست مي آورند

Pattern recognition, Sergios Theodoridis



مثال
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ادامه-مثال
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استنتاج بيزي
است، در شرايطي   P(x|X)رويكرد ديگر محاسبه ي•

.را مي دانيم p(θ)كه 

عيب عمده ي اين روش حجم محاسبات بالاست، و  •
محاسبات تحليلي تنها در حالات خاصي امكان پذير  

.است
يادگيری ماشين
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را بدانيم، كل توزيع  θاگر پارامتر 
مشخص است

شبيه تابع ضربه است،  در اين صورت P(θ|X)براي سادگي مي توان فرض كرد كه 
P(x|X)=P(x|θMAP)



دسته بندي پارامتري
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Equal variances

Single boundary at
halfway between means



يادگيری ماشين
21

Variances are different

Two boundaries



رگرسيون
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محاسبه ي تابع خطا
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رگرسيون خطي
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رگرسيون چندجمله اي

يادگيری ماشين
25

( ) ( ) ( ) 01
2

2012 wxwxwxwwwwwxg ttkt
kk

t ++++=… ,,,,|

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=

kw

w
w
w

2

1

0

w

( ) ( )
( )

( ) ( ) ( ) ( )
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=

∑∑∑∑

∑∑
∑∑∑

++

+

t

kt

t

kt

t

kt

t

kt

t

kt

t

t
t

kt

t

t

t

t

xxxx

xx

xxxN

221

1

2

A

( )

( )
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=

∑

∑
∑
∑

kt

t

t

t

t

t

t

t

t
t

t

xr

xr

xr

r

2y



رگرسيون چندجمله اي
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معيارهاي خطا
مجموع مربعات خطا•

خطاي نسبي•

قدرمطلق خطا•

يادگيری ماشين
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Bias and Variance
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noise squared error
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bias variance

به مدل بستگي ندارد،  واريانس 
نويز است؛ در واقع بخشي از 

خطاست كه قابل حذف نيست

وابسته به : ميزان خطا
داده هاي آموزشي و مدل 

است

معياري است كه ميزان خطا را 
صرفنظر از نمونه هاي آموزشي 

نشان مي دهد
با تغييرات داده هاي آموزشي،  

به چه ميزان تغيير  g(x)مقدار 
.مي كند

Expected square error



مثال
•M samples Xi={xti , rti}, i=1,...,M 
are used to fit gi (x), i =1,...,M

يادگيری ماشين
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Bias/Variance Dilemma

gi(x)=2 

gi(x)= ∑t rt
i/N

واريانس صفر است، اما باياس بالايي دارد
باياس كاهش مي يابد، اما واريانس افزايش مي يابد
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انتخاب مدل
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Best fit “min error”
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Best fit, “elbow”

Cross validation
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Regularization
Penalize complex models

Coefficients increase in 
magnitude as order increases:
1: [‐0.0769, 0.0016]
2: [0.1682, ‐0.6657, 0.0080]
3: [0.4238, ‐2.5778, 3.4675, ‐
0.0002
4: [‐0.1093, 1.4356, 
‐5.5007, 6.0454, ‐0.0019]
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Regularization

9th Order Polynomial
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